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La deduzione naturale

> La deduzione naturale in logica proposizionale
> La deduzione naturale in logica del primo ordine
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1. DN in Logica Proposizionale
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Esercizio 1.1

Dimostriamo che: p,——(gA7) Fpy == p A T.

1. p Premessa 0)
2. =—(gAr) Premessa 0
3. ——p (=—1) da 1 0
4. gNAr (——e) da 2 0)
5. r (Ne) da 4 0)
6. ——pAr (Ai)da3eb5 ()
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Esercizio 1.2

Dimostriamo che: (pAg) Ar,s ANtFEpn g A s.

1. (pAg)ANr Premessa
2. sNt Premessa
3. pAgq (Ne) da 1
4. q (Ne) da 3
5. s (Ae) da 2
6. gAs (A1) da 4 e 5
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Esercizio 1.3

Dimostriamo che: p — (¢ — r),p,~r Fpn —q.

1. p— (q—1r) Premessa O
2. p Premessa 0)
3. —r Premessa O
4. q—r (—e)dale2 ()
5. —q MT da 3 ed4 ()
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Esercizio 1.4

Dimostriamo che: -q —- pkFpny p — —q.

1. —-q — —p Premessa 0
2. p Assunzione (2)
3. ——p (—=—i) da 2 (2)
4. —q MT da 1le3 (2)
5. p— g (—1) da 2 e 4 scarto 2 ()
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Esercizio 1.5

Dimostriamo che: (AAB) - Ckpy A— B — C.

1. A Assunzione (1)

2. B Assunzione (2)

3. (AANB) — C Premessa (3)

4. ANB (Ni) da 1 e 2 (1,2)
5. C (—e)da3e4d (1,2,3)
6. B—C (— 1) da 2 eb scarto 2 (1,3)
7. A= B—C (—1)daleb6scartol (3)
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Esercizio 1.6

Dimostriamo che: Fpn (q — 7“) — ((—|q — —|p) — (p — r))

1. g—r Assunzione (1)

2. —q— —p Assunzione (2)

3. p Assunzione (3)

4. ——p (=—1) da 3 (3)

5. -—gq MT da 2 e 4 (2,3)
6. ¢ (——e) da 5 (2,3)
7. 7 (—e)daleb (1,2,3)
8. p—or (—i)da3e7sc.3 (1,2)
9. (~¢— —p)—(—r) (—i)da2e8sc 2 (1)

10. (¢q—7r) = ((~gq— —p) —=(p—1r)) (—i)dale9sc 1l ()
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Esercizio 1.6 — Continua

Si osservi la struttura della derivazione: una parte é stretta-
mente determinata dalla struttura della formula (passi 1-2 e
7—8—9—10), mentre un’altra (passi 3—4—5—6) & piu creativa.
Consideriamo la derivazione guidata dalla struttura: vogliamo
dimostrare un'implicazione quindi dobbiamo usare una regola
di (— 7). Percid assumiamo la premessa (riga 1) e cerchiamo
di derivare la conseguenza (riga 9). Ma la conseguenza & a
sua volta un'implicazione e cosi procediamo analogamente:
assumiamo la premessa (riga 2) e cerchiamo una derivazione
per la conseguenza (riga 8). Un analogo ragionamento Ci
porta a dover derivare r. Da qui inizia la parte creativa. 1
passi 3—4—5—6 ci portano alla derivazione di r tramite |'uso
della regola (——e) e del modus tollens.
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Esercizio 1.7

Dimostriamo che: pAgq—rtpyp — (g —T1).

l. pANg—r Premessa

2. p Assunzione

3. ¢ Assunzione

4. pAgq (A1) da 2 e 3

5. r (—e)daled

6. q—r (— i) da 3 e 5 scarto 3
7. p—(qg—r1r) (—1i)da 2 e 6 scarto 2

(1)

(2)

(3)
(2,3)
(1,2,3)
(1,2)
(1)
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Esercizio 1.8

Dimostriamo che: p — (¢ — 7)) FpyPAqg— .

1. p— (¢ —1r) Premessa (1)
2. pAgq Assunzione (2)
3. p (Ne) da 2 (2)
4. q (Ne) da 2 (2)
5. g—r (—e)dale3 (1,2)
6. r (—e)da d4eb (1,2)
7. pANq—r (— i) da 2 e 6 scarto 2 (1)
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Esercizio 1.9

Dimostriamo che: p —qgFpy pAT — qgAT.

1. p—gq Premessa (1)
2. pAT Assunzione (2)
3. p (Ne) da 2 (2)
4. r (Ne) da 2 (2)
5. ¢ (—e)dale3 (1,2)
6. gAT (A7) da 4 e 5 (1,2)
7. pAr—qgAr (—1)da?2eb6 scarto2 (1)
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Esercizio 1.10

Dimostriamo che: g - rFpypVg—pVr.

1. g—r Premessa (1)
2. pVyq Assunzione (2)
3. p Assunzione (3)
4. pVr (Vi) da 3 (3)
5. ¢ Assunzione (5)
6. r (—e)daleb (1,5)
7. pVr (Vi) da 6 (1,5)
8. pVr (Ve) da 2, 3, 4, 5 e 7 scarto 3 e 5 (1,2)
9. pVqgq—pVr (—1i)da?2e8 scarto 2 (1)
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Esercizio 1.11

Dimostriamo che: (pVvVqg)VrEpypV (gVrT).

1. (pVq)Vr Premessa

2. pVgq Assunzione

3. p Assunzione

4. pV(gVvr) (Vi) da3

5 q Assunzione

6. qVr (Vi) da 5

7. pV(gVvr) (Vi) da 6

8. pV(gVvr) (Ve)da?2, 3, 4, 5e 7 scarto 3 e 5
9. r Assunzione

10. gV r (Vi) da 9

11. pv(gvr) (Vi) da 10

(1)
(2)
(3)
(3)
(5)
(5)
(5)
(2)
(9)
(9)
(9)

12. pv(gVvr) (Ve)dal, 2, 8 9e 1l scarto2 e 9 (1)
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Esercizio 1.12

Dimostriamo che: p — q,p — —q Fpn —p.

1. p—q Premessa (1)

2. p— —qg Premessa (2)

3. p Assunzione (3)

4. q (—e)dale3 (1,3)
5. —q (—e)da2e3 (2,3)
6. L (—e) da 4 e 5 (1,2,3)
7. —p (—i) da 3 e 6 scarto 3 (1,2)
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Esercizio 1.13

Dimostriamo che: p — (¢ — r),p,—r Fpy —q.

1. p— (¢ —1r) Premessa (1)

2. p Premessa (2)

3. —r Premessa (3)

4. q Assunzione (4)

5. g—r (—e)dale?2 (1,2)

6. r (—e)dadeb (1,2,4)
7. L (—e) da 3 e 6 (1,2,3,4)
8. —gq (—i) da 4 e 7 scarto 4 (1,2,3)
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Esercizio 1.14

Dimostriamo che: pA—q —r,—r,pFpnN q-

1. pA—-qg—1r Premessa

2. —r Premessa

3. p Premessa

4. —q Assunzione

5. pA—gq (A1) da 3 e 4

6. r (—e)daleb

7. L (—e) da 2 e 6

8. ——gq (—i) da 4 e 7 scarto 4
0. q (ﬂ—le) da 8

(1)

(2)

(3)

(4)

(3,4)
(1,3,4)
(1,2,3,4)
(1,2,3)
(1,2,3)
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2. DN in Logica del Primo Ordine
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Esercizio 2.1

Dimostriamo, usando la deduzione naturale che:
Fpn Vz(P(z) — Q) — (3zP(x) — Q)

1. Vz(P(x) — Q) Assunczione

2. P(x) — Q@ (Ve) da 1

3. Jz(P(z) — Q) (37) da 2

4. Ve(P(zx) - Q) — Jx(P(z) - Q) (—1i) dal e 3 scarto 1
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Esercizio 2.2

Dimostriamo, usando la deduzione naturale che:
Fpy ~JdzP(xz) — V- P(x)

1. P(xg) Assunzione (1)
2. dzP(x) () da 1 (1)
3. —dzP(x) Assunzione (3)
4. 1 (—e) da 2 e 3 (1,3)
5. =P(xq) (—=i) da 1 e 4 con scarto di 1 (3)
6. Vz—P(x) (Vi) da 5 (3)
7. =dxP(x) — Vz-P(x) (— i) da 3 e 6 con scarto di 3 ()
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Esercizio 2.3

Dimostriamo, usando la deduzione naturale che:
Fpy Ve P(z) — dx—P(x)

1. P(xg) Assunzione

2. —VxP(x) Assunczione

3. VzP(x) (V2) da 1

4. 1 (—e) da 2 e 3

5. =P(xzq) (=i) da 1 e 4 scarto 1
6. Jdz—P(x) (37) da 5

7. =VzP(x) — Jz—P(x) (— 1) da2eb

(1)
(2)
(1)
(1,2)
(2)
(2)

9,
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Esercizio 2.4

Dimostriamo che: Vz(P(z) — Q(x)),VzP(x) Fpny VxQ(x).

1. Ve(P(x) — Q(x)) Premessa (1)
2. VxP(x) Premessa (2)
3. (P(zg) — Q(z0)) (Ve) da 1 (1)
4. P(xq) (Ve) da 2 (2)
5. Q(xp) (—e)da3ed (1,2
6. VeQ(x) (Vi) da 5 (1,2)
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Esercizio 2.5

Dimostriamo che: Vz(P(x) — —Q(x)), P(t) Fpy —Q(t).

1. P(t) Premessa (1)
2. Ve(P(xz) — —Q(x)) Premessa (2)
3. P(t) — Q) (Ve) da 2 (2)
4. =Q(t) (—e)da3el (1,2
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Esercizio 2.6

Dimostriamo che: Vz(P(z) — Q(x)),3zP(x) Fpy JxQ(x).

1. Ve(P(x) — Q(x)) Premessa (1)
2. dzP(x) Premessa (2)
3. P(xzq) Assunzione (3)
4. P(xg) — Q(x0) (Ve) da 1 (1)
5. Q(xg) (—e)dade3 (3,1)
6. JxQ(x) (37) da 5 (3,1)
7. JxQ(x) (Je) da 2, 3 e 6 scarto 3 (1,2)
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Esercizio 2.6 — Un procedimento sbagliato

Dimostriamo che: Vz(P(x) — Q(x)),3xzP(x) Fpy JxzQ(x).

1. Ve(P(x) — Q(x)) Premessa (1)
2. dzP(x) Premessa (2)
3. P(xp) Assunzione (3)
4. P(xzg) — Q(xp) (Ve) da 1 (1)
5. Q(xp) (—e)dade3 (3,1)
6. Q(x0p) (de) da 2, 3 e 5 scarto 3 (1,2)
7. JzQ(x) (32) da 6 (1,2)

Il passaggio che porta allo step 6 viola la condizione di appli-
cazione della regola (Je)!!
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Esercizio 2.7

Dimostriamo che: Vz(Q(z) — R(z)),3x(P(z) A Q(z)) Fpn
Jx(P(x) N R(x)).

1. Vz(Q(x) — R(x)) Premessa (1)
2. dz(P(x) ANQ(x)) Premessa (2)
3. P(xp) N Q(xzg) Assunzione (3)
4. Q(xg) — R(xzg) (Ve) da 1 (1)
5. Q(zq) (Ae) da 3 (3)
6. R(xp) (—e)dadeb (1,3)
7. P(xp) (Ae) da 3 (3)
8. P(xp) N R(xp) (A1) da 7 e 6 (1,3)
9. dx(P(x) AR(xz)) (3i) da 8 (1,3)
10. dx(P(x) AR(x)) (Je) da 2, 3 € 9 scarto3 (1,2)
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Esercizio 2.8

Dimostriamo che: dzP(x),VaVy(P(x) — Q(y)) Fpny YVyQ(y).

1. JxP(x) Premessa (1)
2. VaVy(P(z) — Q(y)) Premessa (2)
3. P(xp) Assunzione (3)
4. Vy(P(zo) — Q(y)) (Ve) da 2 (2)
5. P(z0) — Q(yo) (Ve) da 4 (2)
6. Q(yo) (—e)da3eb (2,3)
7. Q(yo) (Je) da 1, 3 e 6, scarto 3 (1,2)
8. VyQ(y) (Vi) da 7 (1,2)
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Esercizio 2.9

Dimostriamo che: =VzP(z) Fpy Jx—P(x).

1. =VaP(x) Premessa

2. —dz—P(x) Assunzione

3. =P(xzq) Assunzione

4. dx—-P(x) (i) da 3

5. L (—e) da 2 e 4

6. P(xp) (RA) da 3 e 5, scarto 3
7. VxP(x) (Vi) da 6

8. L (me)dale7

9. dx—P(x) (RA) da 2 e 8, scarto 2

(1)
(2)
(3)
(3)
(2,3)
(2)
(2)
(1,2)
(1)
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Esercizio 2.10

Dimostriamo che: dz—p Fpny ~Vxp.

1. dz—e Premessa

2. Vx ¢ Assunzione

3. —wplxg/x] Assunzione

4. plrg/x] (Ve) da 2

5. L (—e) da 3 e 4

6. L (de) da 1, 3 e 5, scarto 3
7.

—Vx (—1) da 2 e 6, scarto 2

(1)
(2)
(3)
(2)
(2,3)
(1,2)
(1)
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Esercizio 2.11

Dimostriamo:

NooswWwN =
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(Vz o) ANy Fpny Ve(p AY). X non libera in 1

(Vx ©) Ay Premessa (1)
Vr ¢ (Ae)da 1 (1)
(o (Ae)da 1 (1)
plzo/x] (Ve) da 2 (1)

olxg/x] ANy (Ni) da 3 ed (1)
(e AY)|[xg/xz] riscrittura di 5 (1)
V(o A1) (Vi) da 6 (1)
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Esercizio 2.12

Dimostriamo: Vx(o AY) Fpy Ve ¢ A, X non libera in ¢

1. Ve(p A1) Premessa

2. (pAY)lzo/z] (Ve)da 1

3. plrg/x] ANY  riscrittura di 2
4. (Ne) da 3

5. plxg/x] (Ne) da 3

6. Vr @ (Vi) da 5

7.

(Vx ©) Ay (A7) da 4 e 6
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