Compito di Robotica II
Origine: Automazione Industriale, 15 Luglio 1991

1 ...
[2] A partire dalle equazioni non lineari che descrivono la dinamica di un robot
M(q)§+ S(a:4)g+ Fq+e(q) =,

ricavare la forma simbolica delle matrici A(t) e B(t) che compaiono nel modello (non
stazionario) alle variazioni

= A(t)e + B(t)u, 7= [A-q}, w=Ar,

ottenuto per linearizzazione intorno ad una traiettoria nominale q = q4(t), percorsa
con un ingresso 7 = 74(t). Dare inoltre 'espressione delle matrici (costanti) A e B nel
caso particolare in cui la traiettoria si riduca ad una configurazione g4 costante.

[90 minuti di tempo; libri aperti]



Soluzione

La linearizzazione del modello dinamico si puo effettuare direttamente a partire dalle
equazioni differenziali del secondo ordine ponendo, nell’intorno di una traiettoria ¢ = gq(t),

q = qa + Ag, G = da + Ag, G = s + Ag,

T =174+ AT.
Si ha quindi

M (qa+Aq)(Ga+Aq)+S(qa+Aq, 4at+Aq) (dat+Aq)+F(dat+Aq)+e(qut+Aq) = Ta+AT, (1)

ed in condizioni nominali, ossia sulla traiettoria desiderata, vale inoltre la relazione

M (qa)da + S(qas 4a)Ga + Fda + e(qa) = 7a. (2)

Per un generico vettore z che sia il prodotto di una matrice A(x), di dimensione nxn, per
un altro vettore y, € comodo servirsi della cosiddetta forma diadica

n n

z=A(x)y = Z [ai(x)eﬂ Y= Z a;i(x)yi,

dove a;(z) & l'i-esima colonna di A(x) ed e; e i-esima colonna della matrice identita. La
derivata parziale di z rispetto al vettore m-dimensionale x si puo allora esprimere come

0z _ - da;(x)
(995_‘1 or

1=

che risulta essere una matrice n x m. Siano dunque m; ed s; le colonne i-esime rispettiva-
mente di M(q) ed S(q,q¢). Sviluppando in serie la (1) e trascurando i termini del secondo
ordine nelle variazioni si ottiene

M(qa)(Ga+ Aq) + > #CI@M Aq+ S(qa, 4a) (da+ Bg) + Y %qd,i Aq
i=1 i=1

- as’i a‘ . ° . ° ae
+Z%qd7iAq+F(qd+Aq)+€(qd)+ (‘gZd)Aq:Td—I—AT,
=1

da cui, utilizzando la (2) e raggruppando i termini,

- , "L 0s;(qq, ddq) . .
M (qqa)Aq + |F + S(qa, da) + Z W%,i] Aq
L i=1

dq dq ’ dq

0 "/ 9s; ,qd) . om; ..
1 | 9cla) +> (= (04,4a) 4, 1. O (qd)qd,i>] Aq = Ar.



Posto
x = [Aq} ) u = AT,

Aq
si ottengono le equazioni lineari tempo-varianti (non stazionarie)
: 0 I 0
o= a0 50 [ty o] 7 [t @
dove
- e(aalt) | N~ (P5i(aa(t), dat)) | omilaa(t)) .
— 1 . .
An(t) = =M ) | =50 +;( bg i)+ TG a() |

Aaalt) = =M @u(t) | F + S(aa(0), dale)) + 3, 22100 4a) q'd,xt)] ,

By(t) = M~ (qu(t)).

Nel caso di linearizzazione intorno ad un punto ¢ = qq, si ha §g = ¢4 = 0 e la (3) si
semplifica in

0 I
M (a0) 258 M (g

ossia in un sistema lineare stazionario.
Un procedimento alternativo € quello di porre le equazioni non lineari originarie in

forma di spazio di stato, con
SOR
T2 q

r = 2 0 u= f(x T)u
T —M_l(xl)[S(Il,xg)I‘Q+F$2+6(I1)}:| + |:M_1(IE1):| f( >+g< ) ’ (5)
Posto quindi

T = Az + Bu =

o+ [ M_?(qd)} w o (4)

da cui

T = xq + Az, u = ug + Au, tq = f(xq) + g(xa)ua,

lo sviluppo linearizzato di (5) fornisce

Az =

0f (zq) +2”:69¢<xd> Az + g(zq) Au. (6)
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Si noti che le equazioni lineari (6) sono identiche alle (3). Tuttavia la loro esplicitazione
in termini di elementi del modello dinamico del robot risulta notevolmente pit complessa.
Per ritrovare le espressioni in (3) a partire dalla (6), si ricordi che sussiste la seguente
identita tra derivate di una matrice e della sua inversa
—1
0A (I) — —A_l(.’L') aA(x) A_l(a:).



