Compito di Robotica II
Origine: Robotica Industriale, Autovalutazione 11 Aprile 1997

Si consideri il seguente robot antropomorfo, a tre gradi di liberta rotatori, con le relative
terne di riferimento assegnate secondo il formalismo di Denavit-Hartenberg.
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[1] Determinare il modello dinamico di tale robot nella forma
B(q)g + (g, 4) + 9(q) = v, (1)

assumendo che:
a) la posizione del baricentro del braccio iesimo sia lungo ’asse z;, per i = 1,2, 3;
b) la matrice di inerzia baricentrale del braccio iesimo sia diagonale, per i = 1,2, 3;

c) lasse zg sia verticale.

[2] Ricavare una fattorizzazione dei termini in velocita nella dinamica (1)

(¢, q) = 5(q:9)q,
tale per cui B — 25 sia una matrice antisimmetrica.

[3] Ricavare le espressioni di una fattorizzazione lineare della dinamica (1) in termini di
un vettore di coefficienti dinamici a nella forma

Y(q,4,4) a=u.

[210 minuti di tempo; libri aperti]



Soluzione

Matrici e assi di rotazione
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notazione: s; = siné;, ¢; = cosb;, s;; = sin(0; + 6;), ¢;; = cos(6; + 0;)



Calcolo ricorsivo velocita angolari e lineari (moving frames)
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Vg2 = RJ ['Ul|1 + (Wi + Oaz1)1) X 7”1,2|1] = | fl202
—626201
—fly + do
T2 c212 = 0
0
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Ue2|2 = V2|2 + Wa|2 X T2 c212 = dably



i=3

T . 8239:1
w3 = R3 [w2\2 + 0322)2| = | casbh
02 + 05

T ] T
v3;3 = Rj [U2|2 + (wap2 + 0322)2) X 7“2,3|2] = R3vg)2 + w33 X r2.33
625392 0

= 620392. + 63(92 + (93)
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Ve3|3 = U3j3 + w3|3 X 13,313 = | Laczlz + d3(02 + 03)
—lacaty — d3casth

nota bene: A(b x ¢) # Ab x Ac, a meno che A = R di rotazione



Energia cinetica
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Ty = §(Iyy1 +madi)of
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T2 - 5 [IszSQ + (Iyy2 + m2d2)02} 91 + 5(1222 + m2d2)92
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Ty = Sma | (303 + d3(02 + 03)% + 26adacyfa (02 + b3)
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Matrice di inerzia

Bi1(62,03) 0 0
B(#) = 0 Bas(03) Bas(03)
0 B3a(03)  Bss

B11 = Iyyl =+ mld% -+ Ixxg SiIl2 92 + (Iyyg —+ mgdg —+ m3€§) 0082 02
+ Ixxg SiIl2 (92 + 93) + (Iyyg + mgdg) COS2 (92 + 93)
+ 2mglads cos B2 cos(fy + 03)

B22 = IZZQ —+ mgd% -+ Izzg —+ deg + m3€§ + 2M3£2d3 COS 93
ng = Izzg + mgdg + m3€2d3 COS 03
B3y = Bas

2
B3z = I,,3 + mad3



Fattorizzazione elementi di B(6)

a + agcg + a3c§3

0 0
B(g) o +2a402023
- 0 as + 2a4c3  ag + asc3
0 ag + a4c3 Qg

a1 = Iyy1 + muds + Lgo + Lous

ag = ILyys + mgdg + mgég — 0o

az = L3 +mad3 — L3

aqs = mslads

as = L. + mad3 + L3 + mad3 + msl3

2
ag = I..3 +mad;

nota bene:

da 8 parametri “apparenti” a 6 con s3 =1 —c3 e s33 =1 — ¢33



Derivazione simboli di Christoffel

1{0b; o, \T oB
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con b; iesima colonna di B(6)

i=1

b, 0 —(azsin(262) + agsin[2(62 + 03)] + 2a4 sin(26, + 63))
— 0 0
0

00 0
— (a3 Sin[2(82 —+ 93)] —+ 26L4 COS 92 Sin(HQ —+ ‘93))
0
0
0B
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elementi diversi da zero in C1(0)

1

0112 = —5 (CLQ sin(292) + as sin[2(92 + (93)] + 2&4 sin(292 + (93))
1

0113 = —5 (a3 Sin[2(92 + 93)] + 2&4 COS 92 sin(@z + 93))

Cl21 = C’112

C’131 = C’113
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[0 0 0
=10 0 —2&4 sin 93
|0 0 —aysinfs
[ —(azsin(262) + az sin[2(0s + 03)] + 2a4 sin(265 + 63))
= 0
0

elementi diversi da zero in Cy(6)

i=3

by
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0 0
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1
Co11 = 5 (CLQ sin(292) + as sin[2(92 + 93)] + 2a4 sin(292 + 93))
0223 = —Qa4 sin 03
0232 - 0223
0233 = —Q4 sin 93
0 0 0
=10 0 —aysinfs
0 0 0
— (a3 sin[2(6; + 63)] + 2a4 cos O sin(6 + 03)) 0 0
0 —2@4 sin 03 —aq sin 193
0 —ay sin 65 0

elementi diversi da zero in Cs3(6)

1
C311 = 543 sin[2(02 + 03)] + a4 cos O sin(fy + 63)

0322 = a4 sin 93



Vettore dei termini di Coriolis e centrifughi

ci(0,0) = 07C;(0)6 i=1,2,3

' [ (Ch12 + Ch21)0102 + (C113 + Chz2)0163
c(0,0) = | C1107 + (Cazz + Caz2)0203 + Ca33063
C3116% + C32063

[ —(GQ Sin(292) + as sin[2(92 + (93)] + 2&4 Sin(292 + (93))9.19‘2 T
— (ag sin[2(62 + 03)] + 2a4 cos O3 sin(fy + 93))9193

- %(ag sin(262) + ag sin[2(03 + 03)] + 2a4 sin(2605 + 9;;))0?
—2@4 sin 03‘9203 — a4 sin 930%

| (%ag sin[2(02 + 63)] 4+ a4 cos O2 sin(62 + 03))0% + a4 sin 9303 i



Energia potenziale

0
U, = —migTTO,ci +Uip g=1 0 (90 = 9.81)
—90

ro,c1 = [dic1  disi O]T
U =Uip
Toc2 = [* * dysy )"
Uz = Uz g + gomada sin 6,
T
To,e3 = [* * {252 4 d3523]
Us = Ug,o + gomsls sin Oy + gomsds Sin(92 + 93)

_ou”

U=U;+Us+Us 9(9)—%

Vettore dei termini di gravita
0

g(0) = | arca + agcas
agca3

a7 = gg(m2d2 + mggg)

ag = gomsds



Fattorizzazione termini di velocita

c(0,0) = S(0,0)0 — B —2S antisimmetrica

U
sT(0,0) 07 C4 ()
5(07 0) = 35(07 9) = Q:TC2 (0)
s3(0,0) 07 C(0)

con C;(#) matrici dei simboli di Christoffel

Parametrizzazione lineare del modello dinamico

B(0)0 + ¢(6,0) + g(6) =Y (6,6,0)a =u

T
a=[a; as as a4 as ag ay ag)
Yiin Yio Yi3 Yiu O 0 0 0

Y=| 0 Yo Yoz Yo Yo5 Yo Yor Yoy
0 0 Yz Y3u 0 Yz 0 Yag

elementi diversi da zero in Y (6,0, 6)

Vi =6
Y12 = C08292 él — sin(292)9192
Vi3 = cos?(0y + 03) 01 — sin[2(0 4 05)]01 (03 + 03)

Y14 = 2cos 92 COS(QQ + 93) él -2 Sin(202 + 93)9192
— 2cos 02 sin(@z + 03)910.3



Yoy = %sin(292)9%

Yas = sin[2(0 + 03)]60?

Yau = cos 03(205 + 03) + 25sin(205 4 03)6% — sin 03(265 + 65)05
Va5 = 65

Va6 = 0

Yo7 = cos by

Yo = cos(62 + 03)

Yag = %smp(ez +04)]62

Va4 = cos 03 O + cos Oy sin(fy + 03)0? + sin 503

Y36 = 02 + 0

Ygg = COS(92 + 63)
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