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Argomenti

• Forma canonica di Bode

• Modulo e fase nel piano complesso

• I decibel (dB)

• Scala logaritmica per le ascisse

• Diagrammi di Bode dei vari fattori



Notazioni

•
∣∣∣∣a∣∣∣∣ = Mod[a] = modulo di a

• ∠a = Fase[a] = fase di a

• j =
√
−1

• s variabile complessa
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La Forma Canonica di Bode

Rappresentazione poli/zeri di una funzione di trasferimento

F (s) = K′
1

sm

∏
k(s− zk)

∏
`(s

2 + 2ζ`ωn`s+ ω2
n`)∏

i(s− pi)
∏
z(s2 + 2ζzωnzs+ ω2

nz)

con m tale che∗

• m = 0 se nessun polo e zero in s = 0

• m < 0 se m zeri in s = 0

• m > 0 se m poli in s = 0

Inoltre

• espandendo il denominatore si ottiene un polinomio monico†.
Ciò è sempre possibile ponendo un eventuale coefficiente di sn diverso

da 1 in K′

• K′ non è il guadagno del sistema

∗Si suppone che la F (s) abbia numeratore e denominatore coprimi, cioè senza radici in
comune, pertanto non possono essere contemporaneamente presenti poli e zeri in s = 0.
†Coefficiente del fattore di ordine più elevato in s pari a 1.
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La Forma Canonica di Bode

• i termini (s− zk) e (s− pi) derivano dalla presenza di

. zeri reali (in s = zk)

. poli reali (in s = pi)

• i termini (s2 + 2ζ`ωn`s+ ω2
n`) e (s2 + 2ζzωnzs+ ω2

nz)

derivano dalla presenza di

. zeri complessi e coniugati (in s = α` ± jβ`)

. poli complessi e coniugati (in s = αz ± jβz)

con, in generale,

. pulsazione naturale ωn∗ =
√
α2
∗ + β2

∗

. coefficiente di smorzamento ζ∗ = −α∗/ωn∗ = −α∗/
√
α2
∗ + β2

∗
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La Forma Canonica di Bode

Fattorizzando

s− zk = −zk(1− 1/zks) = −zk(1 + τks) con τk = −1/zk
s− pi = −pi(1− 1/pis) = −pi(1 + τis) con τi = −1/pi

con τi e τk costanti di tempo

F (s) = K′
1

sm

∏
k(−zk)

∏
`(ω

2
n`)

∏
k(1 + τks)

∏
`(1 + 2ζ`/ωn`s+ s2/ω2

n`)∏
i(−pi)

∏
z(ω2

nz)
∏
i(1 + τis)

∏
z(1 + 2ζz/ωnzs+ s2/ω2

nz)

= K
1

sm

∏
k(1 + τks)

∏
`(1 + 2ζ`/ωn`s+ s2/ω2

n`)∏
i(1 + τis)

∏
z(1 + 2ζz/ωnzs+ s2/ω2

nz)

e K guadagno generalizzato (o semplicemente guadagno) definito come

K = [smF (s)]
∣∣∣∣
s=0

per qualsiasi m R 0

uguale a

K = K′
∏
k(−zk)

∏
`(ω

2
n`)∏

i(−pi)
∏
z(ω2

nz)
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La Forma Canonica di Bode

Si noti che

• Per m ≤ 0 (sistema privo di poli in s = 0) si è definito guadagno statico

Ks = F (s)
∣∣∣∣
s=0

= F (0)

La presenza di eventuali zeri in s = 0 (m < 0) implica F (0) = 0.

• Il guadagno statico Ks e il guadagno K coincidono solo nel caso m = 0

K = Ks ⇔ m = 0

• Per un sistema stabile asintoticamente, la risposta indiciale tende asin-

toticamente al guadagno statico Ks = F (0) (quindi a 0 se il sistema ha

zeri in s = 0).
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La Forma Canonica di Bode - Esempi

F (s) =
s− 1

2s2 + 6s+ 4
=

s− 1

2(s+ 1)(s+ 2)
= −

1

2

1− s
(1 + s)(1 + s/2)

K = Ks = −
1

2

F (s) = =
s(s− 1)

2(s+ 1)2(s+ 2)
= −

1

2

s(1− s)
(1 + s)2(1 + s/2)

K = −
1

2
Ks = 0

F (s) =
s− 1

2s(s+ 1)(s+ 2)
= −

1

2

1− s
s(1 + s)(1 + s/2)

K = −
1

2
@ Ks
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La Forma Canonica di Bode della Risposta Armonica

F (jω) = K
1

(jω)m

∏
k(1 + jωτk)

∏
`(1 + 2ζ`jω/ωn` + (jω)2/ω2

n`)∏
i(1 + jωτi)

∏
z(1 + 2ζzjω/ωnz + (jω)2/ω2

nz)

con 4 fattori elementari della forma

1. costante K (guadagno generalizzato)

2. monomio jω (zero/polo in s = 0)

3. binomio 1 + jωτ (zero/polo reale non nullo)

4. trinomio 1+2ζjω/ωn+(jω)2/ω2
n (coppia zeri/poli complessi e coniugati)
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Diagrammi di Bode

Rappresentazione grafica del modulo (in dB) e della fase di F (jω) (numero

complesso) al variare di ω ∈ IR+ = [0,+∞)

Per ogni fissato ω̄, F (jω̄) ∈ IC può essere rappresentato

• parte reale e parte immaginaria

F (jω̄) = Re[F (jω̄)] + jIm[F (jω̄)]

• modulo e Fase

F (jω̄) = Mod[F (jω̄)]ejFase[F (jω̄)] !"

#$

%!&'"

% !&'"

% !&'
"

!"! "%!&'"

"#$!%!&'"

con le seguenti relazioni

. Mod[F (jω)] = |F (jω)| =
√

Re[F (jω)]2 + Im[F (jω)]2

. Fase[F (jω)] = ∠F (jω) = atan2(Im[F (jω)],Re[F (jω)])
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Diagrammi di Bode - Fase

Proprietà della fase:

Fase[F.G] = Fase[F ] + Fase[G]

e cioè

“La fase di un prodotto è uguale alla somma delle fasi”

Fase
[
F

G

]
= Fase[F ]− Fase[G]

e cioè

“La fase di un rapporto è uguale alla differenza delle fasi∗”

Non vale per il modulo → si passa al logaritmo del modulo

∗La proprietà è Fase
[

1
G

]
= −Fase[G]
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Diagrammi di Bode - Modulo

Il modulo è espresso in decibel (dB)

|F (jω)|dB = 20 log10 |F (jω)|

Dalle proprietà del logaritmo

|F.G|dB = |F |dB + |G|dB∣∣∣∣1F
∣∣∣∣
dB

= − |F |dB

|F |dB ↗ +∞ se |F | ↗ ∞

|F |dB ↘ −∞ se |F | ↘ 0

Esempi

|0.1|dB = −20 dB

|1|dB = 0 dB

|10|dB = 20 dB

|100|dB = 40 dB∣∣∣√2
∣∣∣
dB
≈ 3 dB
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Scala logaritmica

• Per le ascisse (pulsazioni ω) si usa una scala logaritmica in base 10

(distanza di una decade corrisponde a una moltiplicazione per 10 o equiva-

lentemente ad un ordine di grandezza superiore).

• La funzione log10(x), in scala logaritmica

per le ascisse, diventa lineare!
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Scala logaritmica

Vantaggi della scala logaritmica per le ascisse e dei decibel

• rappresentare grandezze (ω e modulo) che variano in campi estesi

• facilità nella costruzione del diagramma del modulo in dB di una risposta

armonica data in forma fattorizzata (forma canonica di Bode) a partire

dagli andamenti del modulo in dB dei singoli fattori

• facilità di rappresentare i diagrammi di sistemi in serie (somma dei singoli

diagrammi)

Stesso andamento del modulo

riportato in diverse scale:

? ascisse e ordinate lineari

? ascisse lineari e ordinate in dB

? ascisse log10 ordinate in dB
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Fattore Costante K

Nel piano complesso

(es: K = 10 e K = −0.3162) Re

Im

K>0K<0

modulo
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Fattore Monomio jω

|jω|dB = 20 log10 ω nel piano complesso

|jω|dB = 20x con le ascisse x in scala logaritmica Re

Im

!j
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o
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Fattore Monomio a denominatore 1/jω

Dalle proprietà del modulo in dB e della fase

modulo
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Fattore Binomio a numeratore (1 + jωτ)

• Modulo

|1 + jωτ |dB = 20 log10

√
1 + ω2τ2

Approssimazione rispetto alla pulsazione di rottura 1/|τ |

√
1 + ω2τ2 ≈

 1 se ω � 1/|τ |
√
ω2τ2 se ω � 1/|τ |

e quindi

|1 + jωτ |dB ≈

 0 dB se ω � 1/|τ |

20 log10 ω + 20 log10 |τ | se ω � 1/|τ |

mentre alla pulsazione di rottura ω∗ = 1/|τ |

|1 + jτ/|τ | |dB = 20 log10
√

2 ≈ 3 dB

Si approssima il modulo con due semi-rette.

Andamento del modulo è indipendente dal segno di τ
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Fattore Binomio a numeratore (1 + jωτ)

L’andamento della fase dipende invece dal segno di τ

• Fase (caso τ > 0)

∠(1 + jωτ) ≈

 0 se ω � 1/|τ |
π
2 se ω � 1/|τ | e τ > 0

• Fase (caso τ < 0)

∠(1 + jωτ) ≈

 0 se ω � 1/|τ |

−π2 se ω � 1/|τ | e τ < 0

I due asintoti vengono raccordati da un segmento che inizia in 0.1/|τ | e

termina in 10/|τ | (una decade prima e una dopo rispetto alla pulsazione di

rottura). L’andamento approssimato è quindi costituito da una spezzata a

tre lati.

Alla pulsazione di rottura ω∗ = 1/|τ | ∠(1 + jτ/|τ |) =


π
4 se τ > 0

−π4 se τ < 0
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Fattore Binomio a numeratore (1 + jωτ), τ > 0

Nel piano complesso

Re

Im

1

!j ¿

¿ > 0

modulo

fase
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Fattore Binomio a denominatore 1/(1 + jωτ), τ > 0

Dalle proprietà del modulo in dB e della fase

Modulo

Fase
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Fattore Binomio a numeratore/denominatore τ < 0

Modulo non cambia, fase si
Re

Im

1

!j ¿

¿ < 0

Numeratore Denominatore

Fondamenti di Automatica – Diagrammi di Bode 20



Fattore Trinomio a numeratore

Modulo ∣∣∣∣∣1 + 2
ζ

ωn
(jω) +

(jω)2

ω2
n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1− ω2

ω2
n

+ j2ζ
ω

ωn

∣∣∣∣∣
=

√√√√(1−
ω2

ω2
n

)2

+

(
4ζ2ω

2

ω2
n

)
Approssimazione rispetto alla pulsazione naturale ωn

|TRINOMIO| ≈


1 se ω � ωn√(

ω2

ω2
n

)2
= ω2

ω2
n

se ω � ωn

|TRINOMIO|dB ≈

 0 dB se ω � ωn

40 log10 ω − 20 log10 ω
2
n se ω � ωn
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Fattore Trinomio a numeratore

In ω = ωn si ha |TRINOMIO| = 2 |ζ|
|ζ| 0 0.5 1/

√
2 ≈ 0.707 1

|TRIN |dB in ωn −∞ 0 dB 3 dB 6 dB

⇒ ampia variazione del modulo in funzione di ζ.

Fase

∠

(
1 + 2

ζ

ωn
(jω) +

(jω)2

ω2
n

)
=


0 se ω � ωn

π se ω � ωn e ζ ≥ 0

−π se ω � ωn e ζ < 0

la transizione tra questi due valori avviene in modo simmetrico rispetto alla

pulsazione naturale ωn, e tanto più bruscamente quanto minore e |ζ|; in

particolare, per ζ = 0 si ha una discontinuità nel diagramma delle fasi in

corrispondenza a ωn.
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Fattore Trinomio |ζ| = 1

Nel caso ζ = ±1 il fattore trinomio ha radici reali coincidenti in

radici =

 −ωn se ζ = 1

ωn se ζ = −1

(
1 + 2

ζ

ωn
s+

s2

ω2
n

)
ζ=±1

=
(

1±
s

ωn

)2

e quindi gli andamenti del modulo e della fase per ζ = ±1 coincidono con

quelli del doppio fattore binomio con pulsazione di rottura

1

|τ |
= ωn

Pertanto in ω = ωn il modulo del fattore trinomio, nel caso |ζ| = 1, vale

2× (3 dB) = 6 dB Trinomio a numeratore

2× (−3 dB) = −6 dB Trinomio a denominatore
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Fattore Trinomio

Inoltre se |ζ| < 1/
√

2 ≈ 0.707, il modulo di un fattore trinomio a denominatore

(numeratore)

|F (jω)| =
∣∣∣∣ 1

TRINOMIO

∣∣∣∣
ha un massimo chiamato picco di risonanza (anti-risonanza)

|F (jωr)| =
1

2|ζ|
√

1− ζ2

in corrispondenza della pulsazione di risonanza ωr

(coincidente con la pulsazione naturale solo per ζ = 0)

ωr = ωn

√
1− 2ζ2
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Fattore Trinomio a numeratore ζ ≥ 0

Nel piano complesso
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1-1 0
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Fase

(al variare di 0 ≤ ζ ≤ 1)
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Fattore Trinomio a denominatore ζ ≥ 0

Dalle proprietà del modulo in dB e della fase

Modulo

(al variare di 0 ≤ ζ ≤ 1)

Fase

(al variare di 0 ≤ ζ ≤ 1)
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Fattore Trinomio a numeratore/denominatore ζ < 0

Modulo non cambia, fase cambia di segno
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Qualche esempio reale

Microfono

• frequenze udibili dall’orecchio umano: dai 20 Hz ai 20 KHz

• microfoni “specializzati” che esaltano determinati campi di frequenza

Tipico microfono usato per una

grancassa (amplifica leggermente le

basse frequenze)

Beta 58A

Type Dynamic
Frequency Response 50 Hz to 16 kHz
Polar Pattern Supercardioid
Impedance 290 Ω 
Sensitivity 
(at 1 kHz, open circuit voltage)

-51.5 dB/Pa (2.66 mV/PA)

Polarity Positive pressure on diaphragm produces positive voltage on pin 2 with respect to pin 3

Weight 278 g
Connector Three-pin professional audio (XLR), male

Beta 58A Dynamic Vocal Microphone (Supercardioid)

Overview

Features

Specifications

The Beta 58A is the leading choice among vocalists and touring professionals worldwide. Featuring a smooth, present sound and wide frequency 
response, its supercardioid polar pattern provides maximum sound isolation and minimum off-axis tone colouration.

•	 Uniform supercardioid pattern for high gain-before-feedback and superior rejection of off-axis sound
•	 Minimally affected by varying load impedance
•	 Neodymium magnet for high signal-to-noise output
•	 Advanced pneumatic shock-mount system that minimises transmission of mechanical noise and vibration
•	 Hardened steel mesh grille that resists wear and abuse

Accessories and Replacement Parts

www.shure.euBeta Microphones | Beta 58A 

3 mm
25 mm
51 mm

60.6 cm

Frequency Response

3 mm
25 mm
51 mm

60.6 cm

Polar Pattern

* included in delivery

A25D Adjustable Stand Adapter* 95A2314 Storage Bag*  95A2050 5/8“ to 3/8“ Thread Adapter* A58WS Windscreen (in different colours)

Microfono professionale per la voce

(leggera amplificazione delle fre-

quenze del “parlato”)

SM57 Cardioid Dynamic Microphone

SM57

Type Dynamic
Frequency Response 40 to 15,000 Hz
Polar Pattern Cardioid
Sensitivity 
(at 1,000 Hz Open Circuit Voltage)

Open Circuit Voltage: -56.0 dBV/Pa* (1.6 mV)
*(1 Pa = 94 dB SPL)

Impedance Rated impedance is 150Ω (310Ω actual) for connection to
microphone inputs rated low impedance.

Polarity Positive pressure on diaphragm produces positive voltage on pin 2 with respect to pin 3.
Case Dark gray, enamel-painted, die-cast steel with a polycarbonate

grille and a stainless steel screen.
Connector Three-pin professional audio connector (male XLR type)
Net Weight 284 grams (10 oz)
Dimensions 157 mm (6-3/16 in.) L x 32 mm (1-1/4 in.) W at the widest point

Product Specifications

www.shure.com ©2009v Shure Incorporated

Overview

Features

Specifications

An industry-standard, highly versatile cardioid dynamic microphone that can be found onstage and in studios around the world. The ideal choice for 
sound reinforcement and recording applications, the legendary SM57 is tuned for clean reproduction of amplified and acoustic instruments, targeting 
the main sound source while minimizing background noise.

Frequency response tailored for drums, guitars, and vocals•	
Uniform cardioid pickup pattern isolates the main sound source while reducing background noise•	
Pneumatic shock-mount system cuts down handling noise•	
Extremely durable under the heaviest use•	
Supplied break-resistant swivel adapter that rotates 180°•	
Legendary Shure quality, ruggedness, and reliability•	

Polar Pattern Frequency Response

Available Models

Optional Accessories and Replacement Parts

SM57-LC Includes Stand Adapter and Zippered Pouch

SM57-LCE Includes 5/8-inch to 3/8-inch thread adapter for mounting on European stands, Swivel Adapter and a Zippered Pouch

A2WS Locking Windscreen A55M Isolation Mount C25F 7.6 m Cable (25 ft)

A25D Microphone Clip A26M Dual Mount RK143G Screen and Grille Assembly

R59 Cartridge S37A, S39A Desk Stand

125 Hz
500 Hz
1000 Hz

2000 Hz
4000 Hz
8000 Hz

TYPICAL FREQUENCY RESPONSE

FREQUENCY IN HERTZ

Microfono per amplificatori di chitarra

elettrica
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Sistema MMS

Il sistema Massa-Molla-Smorzatore (MMS), scegliendo la posizione come

uscita misurata, è rappresentato dalla funzione di trasferimento

F (s) =
1

Ms2 + µs+K

Si hanno i seguenti casi al variare di µ > 0 (sistema stabile asintoticamente)

• Basso smorzamento: 0 < µ < 2
√
KM (autovalori complessi e coniugati)

p1,2 =
− µ
M ± j

√
4
(
K
M

)
−
(
µ
M

)2

2

• Smorzamento medio: µ = 2
√
KM (2 autovalori reali coincidenti)

p1,2 = −
µ

2M

• Elevato smorzamento: µ > 2
√
KM (2 autovalori reali distinti)

p1,2 =
− µ
M ±

√(
µ
M

)2
− 4

(
K
M

)
2
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Sistema MMS

I diagrammi di Bode sono caratterizzati dal guadagno Kp = 1/K e da

• Per 0 < µ < 2
√
KM si ha un fattore trinomio con∗

ωn =

√
K

M
e ζ =

µ

2
√
KM

• Per µ = 2
√
KM doppio fattore binomio con

pulsazione di rottura
1

τ
= −p1,2 =

µ

2M
=

√
K

M

• Per µ > 2
√
KM due fattori binomi con

1

τ1
= −p1 >

√
K

M
e

1

τ2
= −p2 <

√
K

M

∗Si noti che per 0 < µ < 2
√
KM il coefficiente di smorzamento ζ varia coerentemente tra 0

e 1, estremi esclusi.
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Sistema MMS

Andamenti del modulo al variare di µ con K = 100N/m e M = 1 kg.
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Reali coincidenti
Reali distinti
Complessi coniugati
Singoli binomi

Sono stati riportati anche i singoli andamenti dei fattori binomi distinti per
evidenziare l’importanza del contributo relativo al fattore con pulsazione di
rottura più bassa (polo dominante) corrispondente al polo reale negativo più
vicino all’origine.
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