Esercizi proposti di Fondamenti di Automatica - Parte 2

21 Febbraio 2005

Es. 1) Dimostrare che le matrici Ag, a elementi reali, e Ap, a elementi complessi, sono simili.

+7J 0
= () = (L0 W

Es. 2) Calcolare e4%t e eAp?,

Es. 3) Data una generica matrice A (2 x 2) caratterizzata dalla coppia di autovalori A\ = a+ jw e A} a
cui corrispondono rispettivamente gli autovettori complessi u; e u]

Ul = Ug + J up, con ug = Ref{ur}, wp=Im{us}
(uq e up vettori a elementi reali), la matrice Tg, a elementi reali, definita in modo tale che
Tlgl:( Ug  Up ) (2)
dimostrare che Ty & tale da trasformare A in Ag

Ar=TrATg" (3)

Es. 4) Data una generica matrice A (2 x 2) caratterizzata dalla coppia di autovalori A\; = @+ jw e A} a
cui corrispondono rispettivamente gli autovettori complessi u; e uj

UL = Uq + Jup, con ug =Re{ui1}, wup=TIm{u} (4)

ug, € up entrambi vettori a elementi reali, dal risultato dell’Es. 3 e dalla diagonalizzazione di una matrice
con autovalori distinti si ha

3 Tk non singolare : Tgl = ( Ug  Up ) — AR:TRATJQ1
(u1 ’LLik) — AD:TDAT51

3 T'p non singolare : T, !

Calcolare ’evoluzione libera nello stato secondo le due alternative

ez (0) TRt en! T 2(0) (5)
eMa(0) = Tpte'Tpx(0) (6)

N.B. Dalle relazioni (5) e (6) si possono definire i seguenti vettori

Cq

o ) —  2(0) = cquq + cpup (7)

( Ca ) =Trz(0) — x(0) :TR1<

Cp

< 2 )Tpx(O) — 2(0)=Tp" ( 2 ) —  2(0) = crug + ¢ uf (8)



con ¢, € ¢ coefficienti reali, mentre ¢; e ¢} sono complessi; si pone
c1 = Clq + jCip, con c1a = Re{ar}, cip=Im{ci} (9)

Le relazioni (7) e (8) illustrano come sia possibile esprimere il generico stato iniziale 2:(0) sia nella base
(uq,up) (vettori reali) che nella base (ur,u}) (vettori complessi). Si pone

mp,pr tc. mp=1/c2+c, c,=mgrsinpr, ¢ =MmMRCoSPYr (10)

_ /2 2 _ _ :
mp,pp t.c. mp=4/ci,+C}y Cla =MpCOSYp, c1p =mpsingp (11)

Es. 5) Calcolare l’evoluzione libera nello stato e in uscita del sistema

i) = (; _12>x(t)+(1)u(t)

(2 1)a@)

o= %)

<

—~
~

~—

a partire da

Es. 6) Calcolare I’evoluzione libera nello stato e in uscita del sistema

1 0 =2 1
() = 2 1 =2 Jzt)+ [ 1 |u(®)

4 -2 3 2

y(t) = (1 2 1)a()
a partire da

1
z(0)=1 0
1

(per aiutare la risoluzione dell’esercizio, si fornisce uno degli autovalori A; = 3)



Bozze di soluzione di
“Esercizi proposti di Fondamenti di Automatica - Parte 2”

Sol. 1) Si calcolano i polinomi caratteristici e gli autovalori
pag(N) = det (M — Ag) = A2 — 2a\ + o? + w?
pa,(\) = det (M — Ap) = \? — 20\ + o + w?
AR e Ap hanno gli stessi autovalori complessi e coniugati
M=a+jw, A=A =a—jw

Il cambiamento di coordinate che trasforma Ag nella matrice diagonale Ap & un caso particolare di di-
agonalizzazione (autovalori distinti = matrice diagonalizzabile, caso di autovalori complessi e coniugati).
Pertanto le due matrici sono simili.

Sol. 2) Siano w,; e uyo = ul;, gli autovettori associati rispettivamente a A; e A} della matrice Ag,
definendo (diagonalizzazione)
Trt=(un we )= (w1 uy)

si ha
AD = TdARTd_l — AR = Td_lADTd — eARt = Td_leADtTd

Apt

Si calcola prima e sfruttando la formula di Eulero e/% = cos ¢ + j sin ¢

Apt e/\l 0 _ eaJrjwt 0 o ejwt 0
e - 0 EAI - 0 eafjwt =e 0 efjwt

_ at [ coswt+ jsinwt 0
- ¢ < 0 coswt — 7 sinwt (12)

Gli autovettori u,1 e u.o = u¥; (associati a A\; e A7) di Ag sono dati da

1 . 1 . 11 1/1 j)
Upp = ., Uy = . = T, = . ), Ta== ;
' (J) ! (—J> d (J—J) I 2<1 j

ed e facile verificare che Ap = TyART, ! Continuando nel calcolo dell’esponenziale di matrice, si ottiene

eARt — Td—leADtTd
1
—e

atf 1 1 coswt + jsinwt 0 1 —j
2 7 -3 0 coswt — jsinwt 1 j

_ e‘”( coswt s1nwt> (13)

—sinwt coswt

Ovviamente si ottiene lo stesso risultato dalla forma spettrale

T At o« o« T
Up1 Vg + €71 UL Uy

= e)‘1t< j > (1/2 -1/2j )+6W( _1]. ) (1/2 1/25)
= (s ) e (0 YY)
= e {ejwt< 11//22]' _11//22j )+6_M< 711//22j 11//221. )}

Agt

eArt = Mt

e sfruttando le relazioni

edwt | g—ijwt ewt _ p—jwt —j (ejwt _ e‘j“’t) .
- = coswt, - = — Sinwt
2 2j 2
si ha |
eAnt _ ot [ cOSwl - sinwt (14
—sinwt coswt



Sol. 3) Per definizione di autovalore e autovettore si ha

Aup = up = (a+ jw)(uq + jup)

Auy = Aug + jup) = Aug + jAu,

da cui, essendo A, u, e up a elementi reali,

Au, = aua—wub:(ua ub)( @ )

—w
w
Aup = wua—I—aub—(u (a)

le quali si possono riscrivere

Alue w)=( u ub)(_“w Z)

e cioe
AT =Tx" Ag = Ap=TrATg'
Si noti che il calcolo dell’esponenziale di matrice puo essere effettuato sfruttando sia la relazione precedente

sia il calcolo di e”%? riportato in (14)
eAt — Tgl eARt TR

Sol. 4) Incominciando da (5) e sfruttando la (13)

eMa(0) = Tg'e® Tra(0)

. ot coswt  sinwt Cq
= (ua w)e ( —sinwt coswt > < b ) da (7)

— g e ( T )( co§wt sin wt ) ( sinppr > da (10)

—sinwt coswt COS YR
. at coswt sinpr + sinwt cos g
= mr e (U ( —sinwt sinppg + coswt cosYr
B at sin (wt + ¢g)
= mre® (U ( cos (wt + pR)
eM2(0) = mp e {sin (Wt + Yr) uq + cos (Wt + pr) up} (15)

Calcolando P’evoluzione libera nello stato dalla (6), sfruttando la (12), la (8) la (9) e la (11)

eMr(0) = et Tp 2(0)
ot N coswt + jsinwt 0 C1q + jC1p
- ¢ ( o ) ( 0 coswt — j sinwt Cla — jC1b
. at " coswt + jsinwt 0 cos pp + jsinyp
= mpe™ (uw u) ( 0 coswt — jsinwt cospp — jsingp

(coswt + jsinwt)(cospp + jsinep)
(coswt — jsinwt)(cospp — jsinpp)

= mp e ( uq + jup ua—jub)<

= 2mp e {(coswtcospp — sinwtsingp)u, — (sinwt cos pp + coswt sin pp) up}
eMz(0) = 2mp e {cos (Wt + ¢p)ua — sin (Wt + ©p) up} (16)



nella quale sono state usate le note formule
sin(a + ) = sinacosf+ cosasinf
cos( + ) = cosacosf —sinasinf

Si noti che si arriva alla stessa espressione (16) esplicitando la forma spettrale (ricordando la (8) e che

vTur = v uy = 0)

* T
eAMr(0) = {e)‘ltulvi‘r + eMtytoy } z(0)
T : T
= {e’\ltulvl + eMbyfot } (c1uy + ¢ ui)
= creMuy +cjettug
sfruttando le relazioni (4), (9), e le posizioni (11)

U = Ug + JUup

c1 = Cig+Jcuw

_ /.2 2 _ _ :
mp = Ci, + €1y Cla =MDCOSYp, C1p =MpSsinYp

Confrontando le espressioni di (15) e (16), si potrebbe pensare di aver ottenuto due risultati diversi. A
tal proposito si noti che, essendo

up + uj Uy —uj
—_— = ’U,a7 —_— = ub
2 27

lo stato iniziale generico x(0) si puo riscrivere come

z(0) = c¢quq+cpup

_ uy + uj Uy — uj

T Ty TeTy;

_ Ca_jcb u Cq +ij ut

2 2 !
la quale, confrontandola con la (8) e la (9), implica

C:Ca*jcbzcia_k.;cb . _ Ca C:;Cb
1 2 2 J 2 la 27 1b 2

Sostituendo tali espressioni nelle posizioni (11) e sfruttando le (10) si ha

1 mpep
mp = \/cfa+c§b = 5\/cg+c§ =5
Cq mpr .
Cla:? = mDCOSgDD:TSln(pR
—Cp . mpR
Clb:72 = mDsmgppz——2 COS PR
e pertanto
mR
mp = —
2
singr = cosyp
cospr = —sinpp

In conclusione, le due espressioni dell’evoluzione libera (15) e (16) sono equivalenti in quanto valgono le

relazioni
mp = R (17)
2
T

$p = $YrR— 3 (18)




Sol. 5) Autovalori e autovettori

AM=1+2 — U1:<{>7 Ao=AT=1-2 — UQ:u’f:<_1J>

ua:Re{ul}Z((l)), ubzlm{u1}=<(l))

e quindi ¢, e ¢, devono essere tali che (in alternativa si usa la formula (7))

x(0)=<_11//22>:clua+cz;uz;26a<(1)>+cb<(1)>

pertanto

cioe . 1
Ca = bR Co = D)
Si ottengono le quantita (10)
1\ (! S|
m = — —_— e p—
R’ 2 2 V2
. Cq 1
sinpr = =7
Cp 1
COSYr = miR = — ﬁ
da cui 5
0
PR = 1

Dalla formula generale (15) si ha

wlt) = %et [Sin <2t+3z> < ; ) + cos <2t+3z> < . )]

_ 1 t( cos (2t + 27) )

e . 3
V2 sin (2t-|— %)

mentre ’evoluzione libera in uscita ¢ data da

ye(t) = %et {cos (Qt + 31) + sin <2t + 31)}

In alternativa, volendo utilizzare la formula (16), si ha

(1 7) = (3)-moed (7 D ()-H0)

e quindi ¢; = 1/4+4 1/45 da cui ¢14 = 1/4 e ¢1, = 1/4. Utilizzando le posizioni (11) si ottiene

Y ORSE

Cla \/§

cospp = = —

mp 2

. C1b V2

singp = — =—

mp 2

e cioe -
YD = 1

Le relazioni (17) e (18) sono ovviamente verificate; si ottiene

0 = g fom e ) (1) -n(ar-3) ()]

_ Ly cos(2+2F)
= /2" \sin (2t + 21)



Sol. 6) Dal polinomio caratteristico e conoscendo uno degli autovalori
pa(N) =A% = B5AZ 11N =15 = (A = 3)(A\2 — 2\ +5)

autovalori e autovettori

1 J
M=3 —= wu = 2 s /\2=1+2j Uy = 1+ s )\3:)\; — U3=U§
-1 1

Per il calcolo dell’evoluzione libera nello stato, si puo sfruttare sia la forma spettrale dell’esponenziale (3
autovalori distinti) sia il cambiamento di coordinate (2)
Per diagonalizzare la matrice A si sceglie

1 j —j 1 -2 2 -2 vl
-1 1 1 —(1-3j) 1—j 1+j ol

Dall’espressione dell’esponenziale di matrice (6), si generalizza facilmente la (8) che esprime lo stato
iniziale in funzione della base prescelta

Co, -1
ci | =Tx(0)=| —j —  2(0) = —uy — juz + jus
1 J
Da ¢1 = ¢14 + je1p = —J si definiscono le quantita mp =1 e pp = —7/2, mentre da us si definiscono u,
e Up
0 1
ug =Re{uz} =1 1 |, up =Im{ug} =1 1
1 0

Infine si ottiene I’evoluzione libera nello stato dalla forma spettrale

3
ettz(0) = {Z e)"‘tuiviT} (cqur + crug + ciuy)
i=1
Ca tuy + creMtug + c*{e)‘;tu;
= coe™Mtuy + 2mp e {cos (wt + ¢p) ue — sin (wt + op) up
1 - 0 - 1
= e 2 +2e' < cos <2t — 5) 1 — sin (2t — 5) 1
-1 1 0
Ovviamente si arriva allo stesso risultato tramite il cambiamento di coordinate
1 0 1 1 -1 1 -1
To'=(w u, w )= 2 11 - h=g5| -1 1 1
-1 1 0 3 -1 1
Si noti che
3 0 0 3 0 0 » At
AT, "= 0 1 2 |=l0 1 2 (Aol /? ) = A% t:<60 £Rt>
0 -2 1 0 -2 1 R €
Inoltre si ha
Co, -1
Ca = Thx(0) = 0 —  z(0) = —uy + Oug + 2up
Cp 2

e mp = 2, pp = 0. L’evoluzione libera nello stato & pari a

eMr(0) = coeMtup +mp e {sin (Wt + o) uq 4 cos (wt + @r) up}
1 0 1
= e 2 +2e'¢sin(2t) | 1 | +cos(2t)| 1
—1 1 0

la quale fornisce lo stesso risultato precedente. L’evoluzione libera in uscita si ottiene per semplice

pre-moltiplicazione per C
ye(t) = Cez(0)



