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Doppio carrello

Parametri

• k costante elastica (Ipotesi: legame lineare forza/scostamento)

• b coefficiente di smorzamento (Ipotesi: legame lineare forza/velocità)

• m1 e m2 masse dei due carrelli

10± 20±

k

b

Situazione di equilibrio (statica) senza forze esterne applicate ai carrelli.
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Doppio carrello
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Forze

• Fe1 = −k(δ1(t)− δ10 − δ2(t) + δ20) forza elastica sulla massa 1

• Fe2 = −k(δ1(t)− δ10 − δ2(t) + δ20) forza elastica sulla massa 2

• Fa1 = −b(δ̇1(t)− δ̇2(t)) forza d’attrito viscoso sulla massa 1

• Fa2 = b(δ̇1(t)− δ̇2(t)) forza d’attrito viscoso sulla massa 2

• fe(t) forza esterna
(caso particolare: agisce con la stessa intensità ma in direzioni opposte sui singoli
carrelli)
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Doppio carrello

Equazioni della dinamica

m1δ̈1(t) = −k[δ1(t)− δ10 − δ2(t) + δ20]− b[δ̇1(t)− δ̇2(t)] + fe(t)

m2δ̈2(t) = k[δ1(t)− δ10 − δ2(t) + δ20] + b[δ̇1(t)− δ̇2(t)]− fe(t)

Possibile scelta del vettore di stato x(t)

x(t) =

(
posizioni
velocità

)
=

{
{


δ1(t)− δ10

δ2(t)− δ20

δ̇1(t)
δ̇2(t)

 =

 x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)


Ingresso

u(t) = fe(t)

Sistema di equazioni differenziali del primo ordine

ẋ1(t) = x3(t)
ẋ2(t) = x4(t)
ẋ3(t) = −k[x1(t)− x2(t)]− b[x3(t)− x4(t)] + u(t)
ẋ4(t) = k[x1(t)− x2(t)] + b[x3(t)− x4(t)]− u(t)
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Doppio carrello

In forma matriciale

ẋ(t) =

 0 0 1 0
0 0 0 1

−k/m1 k/m1 −b/m1 b/m1

k/m2 −k/m2 b/m2 b/m2

 x(t) +

 0
0

1/m1

−1/m2

 u(t)

e cioè

ẋ = Ax + Bu

con

A =

 0 0 1 0
0 0 0 1

−k/m1 k/m1 −b/m1 b/m1

k/m2 −k/m2 b/m2 b/m2

 B =

 0
0

1/m1

−1/m2


Evoluzione temporale di x(t) non evidente.
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Doppio carrello: nuove coordinate

Scegliamo le nuove coordinate:

• centro di massa (variazione)

δb(t) =
m1δ1(t) + m2δ2(t)

m1 + m2︸ ︷︷ ︸ −
m1δ10 + m2δ20

m1 + m2︸ ︷︷ ︸
posizione centro posizione centro

di massa di massa a riposo

• scostamento relativo (variazione)

δs(t) = δ2(t)− δ1(t)︸ ︷︷ ︸ − (δ20 − δ10)︸ ︷︷ ︸
scostamento scostamento

a riposo

e le loro derivate (n = 4 in totale)
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Doppio carrello: nuove coordinate

Ponendo M = m1 + m2 si hanno i seguenti legami con le vecchie coordinate

• centro di massa (variazione)

δb(t) =
m1[δ1(t)− δ10] + m2[δ2(t)− δ20]

M
=

m1x1(t) + m2x2(t)

M

δ̇b(t) =
m1ẋ1(t) + m2ẋ2(t)

M
=

m1x3(t) + m2x4(t)

M

• scostamento relativo (variazione)

δs(t) = [δ2(t)− δ20]− [δ1(t)− δ10] = x2(t)− x1(t)
δ̇s(t) = ẋ2(t)− ẋ1(t) = x4(t)− x3(t)

In forma matriciale

z =

 z1(t)
z2(t)
z3(t)
z4(t)

 =


δb(t)
δs(t)
δ̇b(t)
δ̇s(t)

 =

 m1/M m2/M 0 0
−1 1 0 0
0 0 m1/M m2/M
0 0 −1 1


 x1(t)

x2(t)
x3(t)
x4(t)

 = Tx

con T non singolare
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Doppio carrello: nuove coordinate

Nelle nuove coordinate, ponendo

H =
1

m1
+

1

m2
=

m1 + m2

m1m2
= H

si ottiene

z̈1(t) = 0

z̈2(t) = −kHz2(t)−Hu(t)

• z̈1(t) = 0 dinamica del centro di massa, note le condizioni iniziali z1(0) e ż1(0) = z2(0),
si ha, integrando due volte

z1(t) = ż1(0)t + z1(0)

– Dinamica indipendente da z2 e ż2 e viceversa (dinamiche di z1 e z2 disaccoppiate)

– L’ingresso (caso particolare) non influenza l’evoluzione di z1 (centro di massa). Se
si sollecita il doppio carrello con un andamento qualsiasi dell’ingresso partendo da
condizioni iniziali z1(0) = ż1(0) = 0 e si misura l’andamento di z1(t), non si osserva
alcun movimento (anche se i due carrelli si muovono).
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Doppio carrello: nuove coordinate

• La seconda equazione descrive la dinamica dello scostamento relativo dei due carrelli.
Nel caso particolare di assenza di forzamento (u(t) ≡ 0), essendo kH > 0, si può definire

ω2
n = kH

e riscrivere l’equazione nella forma

z̈2(t) = −kHz2(t) = −ω2
nz2(t)

Note le condizioni iniziali z2(0) e ż2(0) = z4(0), si può ricercare la soluzione nella classe

z2(t) = c1 sinωnt + c2 cosωt

Dalle condizioni iniziali

z2(0) = c2

ż2(0) = c1ωn

}
⇒

{
c1 = ż2(0)/ωn

c2 = z2(0)
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Doppio carrello

Partendo da condizioni iniziali z1(0) e z2(0) nulle e misurando z1(t)

SensoreAttuatore

In generale invece

SensoreAttuatore
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Doppio carrello

Estensioni

convoglio

generale 2 masse
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Doppio carrello

Estensioni

2.2. Preliminaries and problem formulation 17

Z(s)

Z   (s)c
-1

+

-

Figure 2.2: The mechanical parallel connection seen as a feedback system.

asymptotic stability of the system, which is stronger than the real positivity.

The following simple example shows that the parallel connection of two

asymptotically stable mechanical systems needs not be asymptotically stable.
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Figure 2.3: The mechanical systems considered in Example 1.

Example 1. Consider the mechanical system depicted in Figure 2.3-(a), which

is constituted by three bodies moving on an horizontal line and connected by

the springs having positive coefficients of elasticity K0,1,K1,2 and K2,3, and

one damper having damping coefficient F0,1 > 0 as shown in Figure 2.3-(a).

36 Chapter 2. Input-output decoupling of linear mechanical systems

Proof.
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Figure 2.6: The mechanical system considered in Example 2.

The proof of the Basis clause is a trivial application of Theorem 2.

Step. Assume: after having performed i < m− 1 block decoupling opera-

tions through the parallel connection of i subcontrollers, the obtained system

is asymptotically stable and is represented by the admittance matrix

Ȳ i
p (s) =










Yp,1(s) · · · 0 0
...

. . .
...

...

0 · · · Yp,i(s) 0

0 · · · 0 Ȳ i
p,i+1(s)










,

where Ȳ i
p,i+1(s) is a (m − i) × (m − i) matrix (the superscript i denotes the

step number in the decoupling process).

To show: if it is possible, as described in Algorithm 1, to choose a new

actuated body in a way that Theorem 2 can be applied, then the parallel

connection of the system described in the Assume clause and the (i + 1)-

th designed subcontroller is asymptotically stable and is represented by the

admittance matrix

Ȳ i+1
p (s) =










Yp,1(s) · · · 0 0
...

. . .
...

...

0 · · · Yp,i+1(s) 0

0 · · · 0 Ȳ i+1
p,i+2(s)










,

where Ȳ i+1
p,i+2(s) is a (m− i− 1)× (m− i− 1) matrix.

Consider the system obtained by fixing to the ground the i actuated bodies

corresponding to the already decoupled input-output pairs and removing all
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