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Notazioni

a| = Mod[a] = modulo di a

e /a = Fase[a] = fase di a

o j=+—1

e s variabile complessa
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La Forma Canonica di Bode

Rappresentazione poli/zeri di una funzione di trasferimento

1 TIx(s — 21) [Te(s? + 2¢wnes + w?2,)

A
) = R TG = ) T (52 + 2Cewomss + o)

con m tale che*®
e m = 0 se nessun polo e zero in s =0
e m<0semzeriins=20
e m>05sempoliins=0

Inoltre
e espandendo il denominatore si ottiene un polinomio monicol.

Cid & sempre possibile ponendo un eventuale coefficiente di s™ diverso
da 1l in K’

e K’ non & il guadagno del sistema

*Si suppone che la F(s) abbia numeratore e denominatore coprimi, cioé senza radici in
comune, pertanto non possono essere contemporaneamente presenti poli e zeri in s = 0.

fCoefficiente del fattore di ordine piu elevato in s pari a 1.
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La Forma Canonica di Bode

e i termini (s — z,) e (s — p;) derivano dalla presenza di

> zeri reali (in s = z,)
> poli reali (in s = p;)

o i termini (s2 4 2wy ps + w2,) € (52 4 2(wnzs + w2,)
derivano dalla presenza di

oyt j8¢)
ay + j8z2)

> zeri complessi e coniugati (in s
> poli complessi e coniugati (in s

con, in generale,

> pulsazione naturale wpx = \/ozf + 32

> coefficiente di smorzamento (« = —ax/wnsx = —a*/\/af —+ BE

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode



La Forma Canonica di Bode
Fattorizzando
s—zp = —2p,(1 —1/zs) = —2z, (1 +1s) con 7, = —1/z
s —p; = —pi(1 —1/p;s) = —pi(1 +7s) con 7, =—1/p;
con 7; € 1. costanti di tempo

F(s) = K’ 1 [Tp(—2g) Tle(w2) Tk (1 + 758) TTe(1 4 2¢p/wpps + 52 /w2,)
s™ [1i(—pi) T (wi,) T1;(1 4 745) [1.(1 + 28z /wnzs + s2/w3,)
_ e Lt HeQ 4 7es) TIe(1 + 260/ wnes + 52 /wiy)
s ILA 1) [L(1 4 28z /wnes + s2/w?,)

e K guadagno generalizzato (o semplicemente guadagno) definito come

K = [s""F(s)] B

per qualsiasi m = 0
s=0

uguale a

Tk (=2p) Te(w?2))
= L G TL (@2,
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La Forma Canonica di Bode

Si noti che
e Per m < 0 (sistema privo di poli in s = 0) si & definito guadagno statico

Ks=F(s)| = F(0)

s=0

La presenza di eventuali zeri in s =0 (m < 0) implica F(0) = 0.

e Il guadagno statico K e il guadagno K coincidono solo nel caso m =0

K:KS p— m=20

e Per un sistema stabile asintoticamente, la risposta indiciale tende asin-
toticamente al guadagno statico Ks = F'(0) (quindi a O se il sistema ha

zeri in s =0).
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F(s)

F(s)

F(s)

La Forma Canonica di Bode - Esempi

s—1 1

1—s

22+ 6s+4 26+1(+2) 21 +s)(1+s/2)

1 s(1—s)
2(145)2(1 4+ s/2)
1 l—s

2s(s+ V(s +2) 2s(1+s)(1+5/2)

s—1
1
Kg=——
2
. s(s—1) .
25+ 1D)2(s+2)
1 k=0
2
s—1
1
K
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La Forma Canonica di Bode della Risposta Armonica

1 T 4 jor) (1 4 2¢pjw/wne + (Gw)?/w?2,)

Flew) = K(jw)m [1;(1 4+ jwr) [1.(1 + 2¢jw/wnz + (jw)?/w3,)

con 4 fattori elementari della forma

1. costante K (guadagno generalizzato)

2. monomio jw (zero/polo in s =0)

3. binomio 1 4 jwr (zero/polo reale non nullo)

4. trinomio 14 2¢jw/wn+ (jw)?/w2 (coppia zeri/poli complessi e coniugati)
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Diagrammi di Bode

Rappresentazione grafica del modulo (in dB) e della fase di F(jw) (numero
complesso) al variare di w € RT = [0, +c0)

Per ogni fissato w, F'(jw) € € pud essere rappresentato

Im
e parte reale e parte immaginaria
= — : o Im[F(fw) | s : F(jw)
F(jw) = Re[F(jw)] + jIm[F(jw)] A
e modulo e Fase \?Q
F(j@) = Mod[F(jo)]elFaselF(i®)] LG | Re
Re[F (jw)]

con le seguenti relazioni
> Mod[F(jw)] = |F(jw)| = /Re[F(jw)]? 4 Im[F (jw)]

> Fase[F'(jw)] = ZF (Jjw) = atan2(Im[F (jw)], Re[F(jw)])
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Diagrammi di Bode - Fase

Proprieta della fase:

Fase[F.G] = Fase[F] 4+ Fase[d]

e cioe
“La fase di un prodotto é uguale alla somma delle fasi”

Fase [g] — Fase[F] — Fase[(d]

e cioe
“La fase di un rapporto & uguale alla differenza delle fasi*”

Non vale per il modulo — si passa al logaritmo del modulo

*La proprieta & Fase [£] = —Fase[G]
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Diagrammi di Bode - Modulo

Il modulo & espresso in decibel (dB)
F(jw)lgg = 2010g10 |F(jw)

Dalle proprieta del logaritmo

|F.G B = |F|dB—|—|G|dB |F|dB S 400 se |F|/‘oo
1
Flag FlgB Flas
Esempi

s 20Log IxI

100|yg = 40dB
\/i‘dB ~ 3dB

|1|dB — OdB

x dB
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Scala logaritmica

e Per le ascisse (pulsazioni w) si usa una scala logaritmica in base 10
(distanza di una decade corrisponde a una moltiplicazione per 10 o equiva-
lentemente ad un ordine di grandezza superiore).

0.01 0.1 02 03 1 2 3 456789 100
ia"e"ééa"e""";:_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'T_; _______________________ , 10 W
decade

20Log, IxI

e La funzione logig(x), in scala logaritmica
per le ascisse, diventa linearel

x dB

x (scala logaritmica)
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Scala logaritmica

Vantaggi della scala logaritmica per le ascisse e dei decibel
e rappresentare grandezze (w e modulo) che variano in campi estesi
e facilita nella costruzione del diagramma del modulo in dB di una risposta
armonica data in forma fattorizzata (forma canonica di Bode) a partire
dagli andamenti del modulo in dB dei singoli fattori
e facilita di rappresentare i diagrammi di sistemi in serie (somma dei singoli

diagrammi)

Stesso andamento del modulo
riportato in diverse scale:

* ascisse e ordinate lineari

* ascisse lineari e ordinate in dB
* ascisse logig ordinate in dB
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i
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scala logaritmica
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Nel piano complesso

Fattore

(es: K =10e K = —-0.3162)

modulo

fase

Fondamenti di Automatica —

Costante K

Im

K<0

K>0

=
o O,
T T

i B G

 Iklaa

10

10°

Pulsazione (rad/s)

10

10

1

(&)

o
I

-100

Fase (deg)

-150

~ K-0

_ K<0

-180

10

Diagrammi di Bode

10

10°
Pulsazione (rad/s)

10

10
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Fattore Monomio jw

|jw|qp = 2010g1gw nel piano complesso
|jw|gqp = 20x con le ascisse z in scala logaritmica

E—

40

N
o
T

__—~"20dB/dec =

Modulo (dB)
o

modulo

1

N

o
T

40 -
10

-1
10

10’
Pulsazione (rad/s)

1
10

2
10

100
90

80

60

401

fase

Fase (deg)

20

-2
10
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10’
Pulsazione (rad/s)

1
10

10
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Fattore Monomio a denominatore 1/jw

Dalle proprieta del modulo in dB e della fase

40

20

T~__20dB/dec

modulo

Modulo (dB)
o

-20

-40
10

10 10° 10

Pulsazione (rad/s)

10

-40

Fase (deg)

fase

-80

-90

-100"-
10
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Pulsazione (rad/s)

10
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Fattore Binomio a numeratore (1 + jwr)

e Modulo

1+ jwrlyp = 2010910 /1 + w?r2

Approssimazione rispetto alla pulsazione di rottura 1/|r

1 se w<K1/|7|
\/1—|—w27'2 ~
Vw22 se w>> 1/|7]
e quindi
| 0dB se w<1/|7|
11+ jwTlgp =~
20l0g1gw 4+ 2010919 |7| se w> 1/|7|

mentre alla pulsazione di rottura w* = 1/|7|

114 j7/I7| lap = 2010910 V2 ~ 3dB

Si approssima il modulo con due semi-rette.
Andamento del modulo € indipendente dal segno di T

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode
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Fattore Binomio a numeratore (1 4 jwr)
L'andamento della fase dipende invece dal segno di 7

e Fase (caso 7 > 0)

0 se w<1l/|7|
(14 jwr) = _
5 s w>»1/|r| e 7>0
e Fase (caso 7 < 0)
0 se w < 1/|7]|
(14 jwr) =~ _
-5 se w>»1/|7| e 7<O0

I due asintoti vengono raccordati da un segmento che inizia in 0.1/|r| e
termina in 10/|r| (una decade prima e una dopo rispetto alla pulsazione di
rottura). L'andamento approssimato & quindi costituito da una spezzata a
tre lati.

7z se 7>0
Alla pulsazione di rottura w* = 1/|7| (14 j7/|T]) =

—% se 7<0

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode
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Fattore Binomio a numeratore (1 + jwr), 7> 0

T>0
Im
FWT |, T
Nel piano complesso
Re
1
7>0 1
40 T
%\ S L LN Ut U L S N U A R SN R EE]
modulo SN EREEHE N I S g
g
s s

90
84

fase

Fase (deg)
&

0 T T S TR S A N U S U S D S A U
Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Binomio a denominatore 1/(1 + jwr), 7 >0

Dalle proprieta del modulo in dB e della fase

T>0 1
T
0 17 T
S3dB |t TTrITTTAT s :
10 o L Ce N rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
) | | |
Modulo S of il e R LN ey
fe) : : :
E E E E
8 1o S P T e N
> ¥ ¥ 3
40 g g |
Pulsazione (rad/sec)
T>0 01 0.5 1 10
T T T T
=
Q
°
Fase o
(V)]
©
w

Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Binomio a numeratore/denominatore r < 0O

Modulo non cambia, fase si

w »
o o

Modulo (dB)
8

10

Fase (deg)

-84

90 -

T<0 1

Pulsazione (rad/sec)

T<0 0.1 05 1 10
ITl Tl |7l ITl

Pulsazione (rad/sec)

Numeratore

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode

-3dB

Modulo (dB)

Fase (deg)

-
o

-20

-30

-40

90

T<0
Im
1 Re
FJUT [ l
1

N N N | N NN |

T<0

Pulsazione (rad/sec)

0.1 1 10
IT|

45

Pulsazione (rad/sec)

Denominatore
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Fattore Trinomio a numeratore

Modulo
2 2
1+2—( o) + ) ‘1—‘”—2+j2<i
w2 w4 Wwn

w2 2 w2
J(l -]+ (e

Approssimazione rispetto alla pulsazione naturale wy,

I TRINOMIO|

Q

N

22
(w—2> 2% se w > wp
n

~

0dB se w K wnp
I TRINOMIO| ;5

Q

40logigw — 2010g1gw2 Se w >> wn

-

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode
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Fattore Trinomio a numeratore
In w =wp si ha | TRINOMIO| = 2 (]
Iq 0O | 05 |[1//2~0.707| 1
ITRIN|; 5 in wp | —oco | O dB 3 dB 6 dB

= ampia variazione del modulo in funzione di .

Fase

p

0O se w K Wwn

T Se w>wp € (>0

(1 +2—( W) + (7“)2> —

n

—m Se w>wp € (<0

\

la transizione tra questi due valori avviene in modo simmetrico rispetto alla
pulsazione naturale wp, e tanto piu bruscamente quanto minore e |(|;
particolare, per ¢ = 0 si ha una discontinuita nel diagramma delle fasi in
corrispondenza a wp,.
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Fattore Trinomio |{| =1

Nel caso ¢ = +1 il fattore trinomio ha radici reali coincidenti in

{—wn se (=1

wnp Se (=-1

radici

2 2
<1+2£s+8—2> =<1ii>
Wn Wi ) ¢=+1 wn
e quindi gli andamenti del modulo e della fase per ( = 41 coincidono con
quelli del doppio fattore binomio con pulsazione di rottura

- = wn
7]

Pertanto in w = wy, il modulo del fattore trinomio, nel caso || = 1, vale

2x(3dB) = 6dB Trinomio a numeratore

2 x (—3dB) —6dB Trinomio a denominatore
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Fattore Trinomio

Inoltre se |¢| < 1/+/2 ~ 0.707, il modulo di un fattore trinomio a denominatore
(numeratore)
. 1
= |TRINOI\/IIO
ha un massimo chiamato picco di risonanza (anti-risonanza)

1
2[¢y/1 —¢?

in corrispondenza della pulsazione di risonanza wy
(coincidente con la pulsazione naturale solo per ¢ = 0)

[F(jw

|F'(jwr)| =

Wy =wn\/l —2C2
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Fattore Trinomio a numeratore ¢ > 0

C, Im
(>0
Nel piano complesso ¢, N\ 3> 6> €,
C. 1
Re

Modulo
(alvariaredio < (¢ <1)

Modulo (dB)

180
160
140
120
100

Fase o0
(alvariaredi0 < (¢ <1) 0

40
20

Fase (deg)

Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Trinomio a denominatore ¢ > 0

Dalle proprieta del modulo in dB e della fase

2
Modulo E
(al variaredi0 < ¢ < 1) >
0
-20
. -40
§’ -60
~— -80
Fase 3 100
(al variare di 0 < ¢ < 1) R

-160

-180

Pulsazione (rad/sec)

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode

26



Fattore Trinomio a numeratore/denominatore ( <0

Modulo non cambia, fase cambia di segno

60
) o
o z
o o
3 3
g 3 S
40 o
01wn wn 1own
Pulsazione (rad/sec)
0 180 —9.1\—(/).3
-20 160 SR
—~ -40 D140 o
§ ‘Zg §120
2 -100 g ol RS AR R
£ 120 TS NN ) i
-140 40 . N7 SO IS S
“1e0 20 L o0t o
-180 o . R — . . .
Pulsazione (rad/sec) Pulsazione (rad/sec)
Trinomio a Numeratore Trinomio a Denominatore

—1<(¢<0 —1<¢<0
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Microfono

Qualche esempio reale

e frequenze udibili dall’orecchio umano: dai 20Hz ai 20 KHz
e Mmicrofoni ‘“‘specializzati’ che esaltano determinati campi di frequenza

dB +20
sto SEii=====ssati=
T e R PO R T W P =
oot ae—— s o _/"'""“‘\m
10 P — = e ——— . —
P ===cssti= S=8 SE5=
g —HH e —
s o & & & &8 § 995
420 ———F——T———T—T—TT1TT 25mm =cececececen-
77777777777
10 o S i N
P PP ==ee N
P . SN
LTI —
m 0 . - 2 ,//
° = E——— \
-10
20 50 100 200 500 1k 2k 5k 10k 20k
Hz
Frequency Response
o
el
z +10
w
(2]
8 L
5 o B M
w
o
w
>
£ -0
o
[+
4 56789 789
20 50 100 1000 10000 20000

FREQUENCY IN HERTZ
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Tipico microfono wusato per una
grancassa (amplifica leggermente le
basse frequenze)

Microfono professionale per la voce
(leggera amplificazione delle fre-
quenze del “parlato”)

Microfono per amplificatori di chitarra
elettrica
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Sistema MMS

Il sistema Massa-Molla-Smorzatore (MMS), scegliendo la posizione come
uscita misurata, e rappresentato dalla funzione di trasferimento

1
Ms? + pus + K
Si hanno i seguenti casi al variare di u > 0 (sistema stabile asintoticamente)
e Basso smorzamento: 0 < u < 2v KM (autovalori complessi e coniugati)

Al - ()

e Smorzamento medio: u = 2v KM (2 autovalori reali coincidenti)

F(s) =

pP1

’

p p— _L
1,2 M

e Elevato smorzamento: p > 2v KM (2 autovalori reali distinti)

ey ) -4 ()

p
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Sistema MMS
I diagrammi di Bode sono caratterizzati dal guadagno K, = 1/K e da
o Per O < u < 2v KM si ha un fattore trinomio con*

K

M 2V KM
e Per u=2v KM doppio fattore binomio con

ulsazione di rottura 1_ _ K _ K
P - P2 T o TV

e Per u > 2v/ KM due fattori binomi con

1 >/K . 1 </K
7'1_ b1 M 7'2_ b2 M

*Si noti che per 0 < u < 2vV KM il coefficiente di smorzamento ¢ varia coerentemente tra O
e 1, estremi esclusi.
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Sistema MMS

Andamenti del modulo al variare di p con K =100N/m e M = 1 kg.

MMS - Modulo al variare di u
—25 H H L H H R H H
Reali coincidenti
Reali distinti
Complessi coniugati
=35 - Singoli binomi

Modulo (dB)

-75 L L L }}}}io L L M 1
10 10 10
Pulsazione (rad/s)

Sono stati riportati anche i singoli andamenti dei fattori binomi distinti per
evidenziare I'importanza del contributo relativo al fattore con pulsazione di
rottura piu bassa (polo dominante) corrispondente al polo reale negativo pil
vicino all'origine.
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