Autovalori complessi e coniugati®

Notazioni
A=+ jw, Al =a—jw
Ar = ( @ v >, matrice ad elementi reali
—w @
Ap = ( /\01 )?T ) — ( o T)Jw . i)jw > ,  matrice diagonale ad elementi complessi

Le due matrici A e Ap hanno gli stessi autovalori (A1, \}).

Data una generica matrice A (2x2) caratterizzata dalla coppia di autovalori complessi e coniugati (Ay, A}).

e All’autovalore A; corrisponde ’autovettore u; complesso
U = Ug + J Up, con ug =Ref{ui}, up=TIm{u;}

(uq € up vettori a elementi reali).

(3)

e Si noti che la relazione complessa Au; = Aju; (definizione di autovettore e autovalore) pud essere

riscritta come due relazioni reali

Au,

Qug —wup = ( Ug  Up _04
w

Auy, = wua+aub:( Ugq  Up ) v

@
Dim. Le due equazioni si ottengono esplicitando le grandezze complesse

Auy = Aug + jup) = Aug + jAuy

AMup = (a+ jw)(uq + jup)

= (au, —wup) + jlwug + cup)
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con A, u, e up a elementi reali e uguagliando le parti reali e le parti immaginarie. "
e All’autovalore A} corrisponde I'autovettore uj.
Dim. Basta osservare che sicuramente la relazione
Auy = Auj
Aluq — jus) (a —jw)(ua — jus)
= (au, — wup) — j(wug + aup)

¢ vera in quanto corrisponde proprio alle equazioni (4) e (5). .

e La matrice A & caratterizzata da 2 autovalori distinti (A1, A\}) e quindi ¢ diagonalizzabile! tramite il
cambiamento di coordinate Tp definito come

TD_lz(ul u’l‘)

Dim. Caso di autovalori distinti.

e Il particolare cambiamento di coordinate (a elementi reali) Tr che porta una generica matrice A
caratterizzata dalla coppia di autovalori (A1, A}) nella forma Ag & la matrice non singolare

Tt =(ua up) (6)

Dim. Si noti che le due equazioni (4) e (5) possono essere riscritte in forma pitt compatta come

Alue w)=( u ub)(_aw Z)

e cioe
A(ua ub):(ua ub)AR (7)
Se si definisce con Tg la matrice non singolare

Tp'=(u w)

la (7) diventa
AT =T Ag

e cioe

Ap=Tr ATy (8)

e Riassumendo

3 Tp non singolare : Tglz ( up uj ) — AD:TDATB1
3 Tgr non singolare : Tgl = ( Ug  Up — Ag = TRAT}gl
0 equivalentemente
Ap = TDATE)1 e A:TB1 ApTp, con Ap e Tp complessi (9)
Ar = TRATgl e A:TglARTR, con Apg e Tg reali (10)

1Condizione sufficiente ma non necessaria.



e Si noti infine che dalle due espressioni equivalenti di A in (9) e (10) si ha il cambiamento di coordinate
(complesso) tra le due matrici, Ag reale e Ap complessa

-1

Ap = TrTp'ApTpTy' = [TrT5'] Ap [TrTh']
Ap = TpTR'ARTrTn' = [TpTR'| Ar [Tn TR

—1
in altri termini la matrice (complessa)

Trp =Tp Tg" (13)
diagonalizza la matrice Ag.

e Vogliamo calcolare ’evoluzione libera a partire da una condizione iniziale generica x(0). Si possono
seguire due percorsi alternativi (ovviamente equivalenti):

eMr(0) = eTr' ArTr t2(0) = Tr' e*r! Tr 2(0) (14)
eMz(0) = €To ArToiy0) = Th' eAP! Tp 2(0) (15)

Dim. Definiamo le seguenti grandezze

Tr x(0) = ( EZ > — 2(0) =Tg" ( ZZ > — 2(0) = couq + cpuy (16)
Tp z(0) = ( 2 ) — 2(0)=T;" ( 2 ) — 20 =crup 4+ uld (17)

Si noti che

> Trx(0) & un vettore a componenti reali ¢, e ¢, essendo la matrice Tg a elementi reali cosi come i vettore
U € up (per definizione);

> Tpx(0) ¢ un vettore a componenti complessi ¢; e ¢} essendo la matrice Tp a elementi complessi cosi
come i vettore uy e uj. Si puo esprimere il coefficiente complesso ¢; esplicitando la sua parte reale

e immaginaria
€1 = 14 + jC1p, con 1o =Re{c1}, cp=Im{c} (18)

Si possono quindi definire le quantita

mp,pr t.c. mp=1/c2+ci, co=mgrsinpr, ¢ =MRCOSPYR (19)
_ /2 2 _ _ :
mp,pp t.c. mp=4/ci, +cfp, Cla =MpCOSYp, C1 =mpsingp (20)
Calcoliamo in primo luogo
eADt e eARt

Per la prima si usa la formula di Eulero e?? = cos ) + jsin o

Apt e)\lt 0 B e(oc-‘rjw)t 0 ot ejwt 0
e - 0 e)xft - 0 e(a—jw)t =e€ 0 e—jwt
_ at [ coswt+ jsinwt 0
- ° ( 0 coswt — jJ sinwt (21)
ARrt

Per il calcolo di e si sfruttano le seguenti due osservazioni.



> La matrice Ag puo essere riscritta come
a  w a 0 0 w
AR_(—w a>_<0 a>+<—w 0>
Sfruttando la commutativita delle due matrici? si pud scrivere
() _{C82)-(L )
t 0 t+ 0 )
ARt — G\ W« — e @ —w (22)

a 0 0 w

0 "L=w 0)f
e @/ e w (23)

( 0 w >t
eocte —w 0 (24)

> Per il calcolo della matrice anti-simmetrica si usa la definizione di esponenziale di matrice

( 0 w)t oo Lk k
—w 0 t 0 w
‘ Sal %s)

k=0
O S N T Wl (e U W L O
o 0 1 -w 0 2 0 —w? g\ w0
B < 1_#4_... wt—“233+~~~>
- w3t3 w?t?

= R s ik

_ ( cqswt smwt> (25)

—sinwt coswt

Mettendo insieme le varie relazioni si ottengono le seguenti espressioni equivalenti dell’evoluzione libera,
Incominciando dalla (14) e sfruttando la (25)

eMr(0) = Trp'e® Tgrx(0)
= G (S5 W ) (5) e
= e () (S, e ) (o) o)
= et () (e et een )
= e (o) (BT
eMz(0) = mp e {sin (Wt + pr) uq + cos (Wt + ©r) up} (26)

Calcolando P'evoluzione libera nello stato dalla (15), sfruttando le (21), (17), (18) e la (20)

eMr(0) = eP'Tpa(0)

L at . coswt + j sinwt 0 Cla +JC1
= ¢ ( un ) < 0 coswt — jsinwt Cla — JC1b

2Si ricorda che eM+N = ¢MeN gse le due matrici commutano nel prodotto i.e. M - N = N - M.



0 coswt — jsinwt cospp — jsinpp

(coswt + jsinwt)(cos pp + jsinpp)
(coswt — jsinwt)(cosp — jsingp)

— mp e (o ul )( coswt + j sinwt 0 ) ( cospp + jsingp )

= mp e ( uq + jup ua—jub)<

= 2mp e {(coswtcos pp — sinwtsinpp) u, — (sinwt cos gp + coswt sin pp) up}
eMz(0) = 2mp e {cos (Wt + ¢p)ua — sin (Wt + ©p) up} (27)

nella quale sono state usate le note formule

sin(a + 8)
cos(a + f)

sin acos 8 + cos acsin 3

cosacos B — sinasin 8
[ ]

e Confrontando le espressioni di (26) e (27), si potrebbe pensare di aver ottenuto due risultati diversi. A
tal proposito si noti che, essendo
up + uj U — uj

9 = Uq, 2] = Up

lo stato iniziale generico x(0) si puo riscrivere come

z(0) = cquq+cpup
uy + uj Uy — uj
= Cq Cp 3
2 27
ca_jcb u Cq +j0b ut
2 ! 2 !

la quale, confrontandola con la (17) e la (18), implica

oGO _Ca =0 Ca TG
1 2 9 J ) la 5 CIb 9
Sostituendo tali espressioni nelle posizioni (20) e sfruttando le (19) si ha
1 m
mp = \/C%a+6%b: 5\/C§+C§: TR
Ca mpg .
ClaZE = mDCOS(,OD:7SlH()OR
—C . MR
CleT = mDSID(pD:—TCOS(‘DR
e pertanto
mpr
mp = —
P 2
sinpr = cosyp
cospr = —sinpp

In conclusione, le due espressioni dell’evoluzione libera (26) e (27) sono equivalenti in quanto valgono le
relazioni

mp = & (28)
2
™
$p = PR 5 (29)



e Riassumendo, si possono usare due rappresentazioni equivalenti dell’evoluzione nello stato (e in uscita)
nel caso di autovalori complessi e coniugati:

Caso A) Si diagonalizza la matrice A ottenendo Ap diagonale ad elementi complessi:

1 Tp non singolare : TBl = ( up  uj ) — Ap=1Tp ATB1
eMr(0) = To' Ap Toty(0) = Tyt eP! Tp 2(0)
TDa:(O)—(gi) — z(0) = T51<2>1k) —  z(0) =crus +cfuj
1 1
mp,ep taleche mp = \/ci, +c}), cla =mpcosepp, 1 =mpsinep
eMr(0) = 2mp e {cos (Wt + ¢p)ua — sin (Wt + ©p) up}

Caso B) Si trasforma attraverso un opportuno cambiamento di variabili la matrice in una particolare
matrice ad elementi reali (Ag)

3Tk non singolare : Tgl = ( Ug  Up ) — Agp = TRATg1
eMr(0) = eTr ArTr t2(0) = Tr' e=! Tr 2(0)
TRx(O):(za ) — z(0) = TR1< Za ) — 2(0) =cyuq +cpup
b b
mpg,pr tale che mp = \/cg—l—cg, Cq = Mpsinpr, ¢, =MRCOSPR
eMz(0) = 2mp e {cos (Wt + pp)u, — sin (wt + ¢p) up}

Esempio
Calcolare ’evoluzione libera nello stato del sistema

a partire da

Soluzione)
Autovalori e autovettori

w=t42 o om= (1) mex-1-2 o w-u-( )

) wemier=(})

pertanto

— O

Ua = Re{u} = (



e quindi ¢, e ¢, devono essere tali che (in alternativa si usa la formula (16))

= () erana (1) sa(})

cioe ) 1
Ca = bR Cp = D)
Si ottengono le quantita (19)
B 1\? (1 >
= 2 2) 2
. Cq 1
smyrp = ma = ﬁ
Cp 1
COSYRr = miR = — ﬁ
da cui 3
™
YR = e

Dalla formula generale (26) si ha

ity = et o (20 2) (3 ) oo (204 2) (4)]

_ 1 t( cos (2t + 37) )

NG sin (2t + ?ﬂf)

ﬁe

mentre ’evoluzione libera in uscita ¢ data da

ye(t) = %et {cos (2t + T) + sin (2t + T)}

In alternativa, volendo utilizzare la formula (27), si ha

(7))~ (3)-mo-3(7 DGR -1(1)

e quindi ¢; = 1/4 +1/45 da cui ¢14 = 1/4 e ¢1p = 1/4. Utilizzando le posizioni (20) si ottiene

o = G -3

Cla \/5

cospp = — = —

mp 2

. cy V2

sinpp = — = —

mp 2

e cioe -
$Yp = 1



Le relazioni (28) e (29) sono ovviamente verificate; si ottiene

= gz fose D) (1) e D) (4)]
- (W E)




